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摘要: 研究 Cn 空间和 Stein 流形上凸区域的边界性质. 利用局部化技巧和 Cn 空间中凸区域的
 !∀uu
V
-P lem elj公式, 定义Stein流形上具有 Aizenberg核的 Cauchy型积分的奇异积分的Cauchy主
值, 得到如下的 Stein 流形上凸区域的  !∀uu
V
-Plemelj公式
　F+ ( ) = V . P.∫M f ( )K ( , ) +
1
2
f ( ) , ∈ M
　A - ( ) = V . P .∫M  ( )
TK ( , ) -
1
2
 ( ) , ∈ M
这里, f ( ) ∈D0, 0(M ) . ( ) ∈Dn, n- 1(M ) ,M 为凸区域的边界.
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为节省篇幅, 沿用文献[ 6～8] 中的记号.设X 为复n维Stein流形, S( z , )、!( z , ) 和K如
同文献[ 6] 中引理 4. 2. 4所述.
设有界域 ∀ X ,并设 D ∀ 是Stein流形上具有 C∞边界的强凸域,更确切地说, D =
{ z ∈ ∀ :#( z ) < 0} , 其边界 M = { z ∈ ∀ :#( z ) = 0} ,这里 #∈ C∞ ( ∀ ) , 并且 d#( z ) ≠ 0. 记
Dp , q(M ) 为 M 上具有紧支集的 C∞的( p , q) 形式所组成的空间,对 z ∈ ∀ ,定义
　D± = { z ∈ ∀ : ± #( z ) < 0} .
对于凸区域 D = D + , 有如下的积分表示公式:
引理 1　设函数 f ( z ) 在 D 内全纯,在 D- 上连续,∃≥ max ( 2nK, 0) ,则
　∫M f ( ) K ( z , ) =
f ( z ) , z ∈ D +
0, z ∈ D -
( 1)
这里K ( z , ) =
( n - 1) !
( 2%i ) n
!v( z , )W′( grad#( ) ) ∧ W ( S ( z , ) )
〈grad#( ) , S( z , )〉n ( 2)
称为A izenberg 核,







　W ( S( z , ) ) = d S 1( z , ) ∧ ⋯∧ d Sn ( z , )
证　只要将Leray公式(文献[ 6] 定理4. 3. 4) 中的向量值函数S
*
( z , ) 取成 g rad#( ) 即
可.
当 X = C
n





　∫M f ( ) k ( z , ) =
f ( z ) ,　z ∈ D +
0,　z ∈ D -
( 3)
　这里　k( z , ) =
( n - 1) !
( 2%i ) n
W′( gr ad#( ) ) ∧d( - z )
〈g rad#( ) , - z〉n ( 4)




定义 1　设 f ( ) ∈D0, 0 (M ) ,  ( ) ∈Dn, n- 1(M ) .则定义具有 Aizenberg 核的 Cauchy 型
积分为
　F ( z ) =∫M f ( ) K ( z , ) , z ∈ ∀ \M ( 5)
　A ( z ) =∫M  ( )
T
K ( z , ) , z ∈ ∀ \M ( 6)
其中, Aizenberg 核
　TK ( z , ) =
( n - 1) !
( 2%i ) n
!∃( z , )W′z ( grad#( z ) ) ∧ W z ( S( z , ) )
〈g rad#( z ) , S ( z , )〉n ( 7)








　F + ( ) = V. P .∫M f ( ) k( , ) +
1
2
f ( ) ( 8)
　A
-
( ) = V. P .∫M  ( )
T
k ( , ) -
1
2
 ( ) ( 9)
成立.这里, F + ( ) 和 A - ( ) 分别表示 F( z ) 和 A ( z ) 当 z 分别从D + 和 D - 沿着非切线方向
趋于 ∈  D 时的极限值,奇异积分的 Cauchy 主值分别定义为
　V . P.∫M f ( ) k ( , ) = lim∋→0+∫〈grad#( ) , - 〉≥∋f ( ) k ( , ) , ∈ M
　V . P.∫M  ( ) T k( , ) = lim∋→0+∫〈grad#( ) , - 〉≥∋ ( )
T
k( , ) , ∈ M
利用局部化技巧[ 8] 和定理 1,有如下的 Stein 流形上凸区域的  !∀uu
V
-Plemelj公式:
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　F + ( ) = V. P .∫M f ( ) K ( , ) +
1
2
f ( ) ( 10)
　A - ( ) = V. P .∫M  ( ) TK ( , ) -
1
2
 ( ) ( 11)
成立. 这里, Cauchy 主值 V. P .∫M f ( ) K ( , ) 定义在下面的式 ( 20) . Canchy 主值 V. P .
∫M  ( )
T
K ( , ) 类似可定义.
证　由有限覆盖定理,设{Uj } mj= 1是UD- 的局部有限覆盖,而且就是坐标邻域.将 ∈M 固
定时,由 S ( , ) 的双全纯性,取 (> 0,使得 W = S ( , ) 将 的某一邻域(不妨设为U j ) 双
全纯地映射到Cn中球B (= { * ∈ Cn : * < (} ,且 = W - 1( 0) .记 H j = W ( U j ∩M ) 为 B(
中通过零点的超曲面, z = W - 1 ( z * ) , = W - 1( * ) ,
　!( z , ) = !(W - 1 ( z * ) ,W - 1 ( * ) ) ! ∶! ( z * , * ) ,




) ) ! ∶f ( * ) ,#( ) = #(W - 1( * ) ) ! ∶# ( * )








) ) ! ∶S ( z * , * ) .





) = 0,由 Hefer 定理得
　u j ( z * , * ) = ∑
n
l= 1
r j l( z * , * ) ( *l - z *l ) ( 12)

















, (这里S ( , ) = W )
我们有
　r j k ( 0, * ) = (j k =
1,当 j = k 时






) 在( 0, 0) 的充分小的邻域(不失一般性,可设此邻域就是 B(× B () 时, 有
　det) ≠ 0,
其中　) = ( r j l ( z * , * ) ) 1≤j , l≤n.
由式( 12) 可得
　W ( S( z , ) ) = det) d * + T ( z * , * ) ( 14)
其中, T ( z * , * ) 含有dr j l, 且
　 T ( z * , * ) ≤ C * - z * , C为常数. ( 15)
将式( 14) 代入式( 2) ,则 Aizenberg 核可写成
　K ( * , * ) = ( n - 1) !
( 2%i ) n
! ∃( z * , * ) det) W
′
* ( g rad# ( * ) ) ∧ d *
〈gr ad# ( * ) , u( z * , * )〉n
+
　! ∃( z * , * ) A ( z * , * ) ∀ ∶! ∃( z * , * ) B ( z * , * ) + ! ∃( z * , * ) A ( z * , * ) ( 16)








) 则包含 dr j l 的项,因此
　 A ( z * , * ) = 0( * - z * 1- n ) .
记 gr ad# ( * ) = (# ′1 ( * ) , ⋯,# ′n ( * ) ) ,则由式( 12) 得
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　〈grad# ( * ) , u( z * , * )〉= ∑
n
j= 1




# ′j ( * )∑
n
l= 1






# ′j ( * ) r j l ( z * , * ) ] ( *l - z *l ) .







# ′j ( * ) r j l ( z * , * ) , ( l = 1,⋯, n) , v ( z * , * ) = ( v 1( z * , * ) ,⋯, v n( z * ,
* ) ) ,则由式( 13) 知,当 z * → 0时, v l( 0, * ) = ∑
n
j = 1
# ′j ( * ) r j l ( 0, * ) = ∑
n
j= 1
# ′j ( * ) (j l = # ′l( * ) ,
&( 0, * ) = g rad# ( * ) , 即
　〈grad# ( * ) , u( z * , * )〉= 〈&( z * , * ) , * - z * 〉.
由于det) = det) t ( ) t 表示 ) 的转置) .因此, 由 r j l ( z * , * ) 关于 z * , * 全纯, 有
　B ( z * , * ) = ( n - 1) !
( 2%i ) n
det) W ′* ( g rad# ( * ) ) ∧ d *
〈gr ad# ( * ) , u( z * , * )〉n =
　 ( n - 1) !
( 2%i ) n
W
′
* ( &( * , * ) ) ∧ d *
〈&( z * , * ) , * - z * )〉n




( n - 1) !
( 2%i ) n
W
′
* ( &( 0, * ) ) ∧ d *
〈&( 0, * ) , * - 0〉n =
　
( n - 1) !
( 2%i ) n
W
′
* ( gr ad# ( * ) ) ∧ d *
〈g rad# ( * ) , * - 0〉n = k( 0,
*
) ( 17)
由于　 ! v( z * , * ) - 1 = ! v ( z * , * ) - ! v( z * , z * ) = 0( * - z * ) , 则
　F
+
( z ) =∫M f ( ) K ( z , ) = ∑
m




) ! v( z * , * ) A ( z * , * ) +
　∑
m
j = 1∫* ∈H j f
 ( * ) (! v ( z * , * ) - 1) B ( z * , * ) + ∑
m
j = 1∫* ∈H j f




H j = W (M ) 是 n维的,因此式( 18) 右端前两项的积分是正常的,而由式( 17) 可
知,第 3项积分当 z * → 0时正是 Cn空间中凸区域积分表示的 Cauchy 型积分,由定理 1有
　 lim
z * →0∫* ∈W (M) f
 ( * ) B ( z * , * ) = lim
∋→0+∫ * ∈W (M)
〈grad# ( * ) , * - 0〉≥∋
f




因此,当 D ∈ z → ∈M 时,即 z * → 0时,有
　F
+
( ) =∫* ∈W (M ) f (
*
)! v ( 0, * ) A ( 0, * ) +
　∫* ∈W (M) f ( * ) (! v ( 0, * ) - 1) B( 0, * ) +
　 lim
∋→0+∫ * ∈W (M)
〈grad# ( * ) , * - 0〉≥∋
　f ( * ) k ( 0, * ) + 1
2
f
 ( 0) ( 19)
若令V . P.∫M f ( ) K ( , ) =∫* ∈W (M) f (
*
)! ∃( 0, * ) A ( 0, * ) +
　∫* ∈W (M) f ( * ) (! ∃( 0, * ) - 1) B ( 0, * ) + lim∋→0+∫ * ∈W (M)
〈gr ad# ( * ) , * - 0〉≥∋
f
 ( * ) k ( 0, * ) ( 20)
则由于 f ( 0) = f ( ) , 可得 Coxo!∀uu
v
-Plemelj公式( 10) . 类似可证公式( 11) .
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应用Coxo!∀uu
v
-Plemelj, 可讨论 Stein 流形上凸区域的合成公式和奇异积分方程,这将另
文研究.
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T he Boundary Behaviour on a Convex Domain
in a Stein M anifold
QIU Chun-hui
( Dept . of M ath. , Xiamen Univ. , Xiamen 361005, China)
Abstract: T he boundary behav iour on a convex domain in C
n
and a Stein manifold is studied.
By using the technique o f lo calizat ion and the Coxo!∀uu
∨
-Plemelj formula on a convex domain
in C
n, Cauchy principal values of singular integr als of Cauchy type integrals w ith Aizerber g
kernel in a Stein manifold are defined and the Coxo!∀uu
V
-Plemelj formula on a convex domain
in a Stein manifold is obtained as follow s:
　 F
+
( ) = V . P.∫M f ( ) K ( , ) +
1
2 f ( ) , ∈ M ,
　A - ( ) = V. P .∫M  ( ) TK ( , ) - 12  ( ) , ∈ M ,
w here, f ( )∈D0, 0 (M ) ,  ( )∈Dn, n- 1(M ) , M is the boundar y o f the convex domain.
Key words: Stein manifold; convex domain;  !∀uu
∨
-plemelj formula; technique of local-
ization
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